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Лекция №29

12. Аналоговое (аппаратурное ) моделирование

В реальной инженерной практике цифровое моделирование существенным образом потеснило позиции аналоговых вычислительных машин в связи с невысокой точностью и негибкостью структуры последних. Тем не менее аналоговое моделирование обладает рядом привлекательных особенностей.

1. Аналоговое моделирование обладает большой наглядностью своих результатов вследствие чего в настоящее время АВМ из средства моделирования для научных и инженерных исследований превращается в чрезвычайно полезное средство обучения, играющее важную роль в изучении теоретических и прикладных дисциплин в системе подготовки технических кадров.

2. Составление аналоговых структурных схем моделирования представляет собой незаменимый методический прием при анализе структур сложных систем.

3. Аналоговые алгоритмы не учитывают погрешности квантования, вследствие чего они идеально подходят для рассмотрения задач в непрерывной форме.

12.1 Краткие сведения об АВМ и основных блоках

При аналоговом моделировании все переменные, фигурирующие в математических выражениях, представляются физическими величинами напряжениями, токами, механическими перемещениями и т.д. В универсальных АВМ зависимые переменные Y1, Y2, … , Yn представляются изменяющимися во времени напряжениями U1, U2, … , Un, которые называются машинными переменными. Обычно машинная переменная прямо пропорциональна соответствующей физической переменной 

Ui=Myi Yi







(1)

где Myi – коэффициент пропорциональности, называемый масштабом.

В общем случае возможно применение переменного во времени масштаба 

Myi= Myi(t)







(2)

Наиболее широкое распространение получили электронные АВМ, в которых основой построения решающих элементов служит усилитель постоянного тока (УПТ). или операционный усилитель, охваченный отрицательной обратной связью – операционный блок.

Операционный усилитель – основной элемент большинства операционных блоков – производит усиление электрического напряжения. 
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     Условное обозначение операционного усилителя (ОУ).

Здесь k – коэффициент усиления по напряжению
Операционный усилитель обладает рядом специфических свойств, на которых важнейшими являются: 

· очень большой коэффициент усиления по напряжению;

· инвертирование, т.е. входной Uвх и выходной сигналы Uвых его имеют   противоположные знаки;

· вход ОУ (потенциально заземлен(, т.е. напряжение на входе усилителя lу  пренебрежимо мало, мал также и входной ток iу;

· выходной сигнал ОУ ограничен величиной Em, причем, в интервале 

[-Em, Em] усилитель имеет линейную характеристику, за пределами этого диапазона в выходной сигнал вносятся нелинейные искажения, поэтому при подготовке задачи к моделированию приходится делать масштабирование зависимых переменных согласно (1) или (2). 

Если ОУ охвачен отрицательной обратной связью: 
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[image: image77.wmf]то в силу перечисленных свойств разомкнутого ОУ можно показать, что напряжение на выходе определяется выражением:
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,           где 
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Ziвх(Р) - комплексное сопротивление i-ой входной цепи; 

     Zос(Р) - то же для обратной связи.

а) При  Zос(Р) =Roc, Ziвх(Р)=Ri,  где Roc и Ri - активные сопротивления, получим сумматор с коэффициентами передачи 
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    по каждому входу соответственно.
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Таким образом, для сумматора  Uвых (t)= - 
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Условное обозначение сумматора на схемах моделирования.

б) При Zoc(P)=
[image: image5.wmf]1
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 ;  Ziвх=Ri вместо (3) получим интегросумматор, описываемый соотношением: 
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где 
[image: image8.wmf]i

ос

i

K

Z

R

=

1

- коэффициент передачи по i- му входу.
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Интегросумматор обозначается следующим образом:
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Схема дифференцирования, получаемая при Zoc(P)=Roc,   Zвх=
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описывается соотношением:  Uвых(t)= - Roc Cвх P Uвх(t)

или  

Uвых(t)= - Roc Cвх 
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и не применяется в силу такого свойства рассматриваемой схемы, как способность “зарезать” низкочастотный полезный сигнал и значительно усиливать помехи, имеющие, как правило, более высокочастотный спектр. 

Нелинейные функции одного или нескольких аргументов реализуются с помощью функциональных преобразователей (ФП), в которых широко используются операционные усилители.

Видоизменяя входную цепь и цепь обратной связи, можно осуществить нелинейное преобразование входного сигнала, если в качестве указанных цепей использовать цепочки диодов. Например, приведенной схеме соответствует определенная зависимость Uвых от Uвх.
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Кроме того, могут быть использованы специальные функциональные преобразователи - функциторы, реализующие, как правило, лишь одну однозначную функцию своего аргумента. Возможны также универсальные ФП, позволяющие производить подстраиваемую кусочно-линейную аппроксимацию сравнительно гладких нелинейных зависимостей. Для более сложных зависимостей точность подстраиваемых ФП, естественно, ограничена числом “кусков” аппроксимирующей ломаной, причем каждому куску соответствует свой подстраиваемый диод.
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Условное обозначение ФП.

Блок перемножения.
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Процесс подготовки и проведения моделирования на АВМ может быть разделен на несколько этапов:

1. Изучение моделируемой системы и постановка задачи.

2. Разработка математической модели.

3. Выбор метода и средств решения задачи.

4. Разработка структурной схемы моделирования.

5. Разработка коммутационной схемы набора.

6. Набор задачи на АВМ и настройка решающих блоков.

7. Контроль правильности настройки и набора.

8. Проведение контрольных решений.

9. Проведение модельного эксперимента и анализ результатов.

Два первых этапа полностью выполняет исследователь, который изучает моделируемый объект.

Начиная с третьего этапа, к работе привлекается специалист по моделированию на АВМ. Это связано с тем, что необходимо выбрать возможные методы решения задач и технические средства, на которых будет обеспечено решение поставленной задачи в приемлемые сроки.

Четвертым этапом является разработка структурной схемы моделирования. Она составляется  в виде соединения решающих блоков и представляет собой модель исследуемой системы. Разработка схемы моделирования, содержащей минимальное количество решающих блоков и обеспечивающей вывод всех исследуемых величин, требует не только знания общих вопросов моделирования, но и определенного опыта работы на АВМ.

На пятом этапе разрабатывается коммутационная схема набора, т.е. схема ориентированная на конкретную АВМ. На этом этапе выбираются масштабы представления независимой и зависимой переменной, реализуются линейные зависимости с помощью типовых нелинейностей и универсальных нелинейных блоков и переменных коэффициентов. На этом этапе по исходной математической модели, структурной схеме моделирования, выбранным масштабам и установленным коэффициентом передачи нелинейных блоков рассчитываются коэффициенты передачи линейных решающих блоков, параметры интеграторов, начальные условия и величины воздействий.

На шестом этапе производится соединение между собой блоков АВМ и внешней аппаратуры в соответствии с коммутационной схемой и установка коэффициентов передачи и начальных условий этих блоков, а также величины входных воздействий.

На седьмом этапе проверяется соответствие выполненных соединений решающих блоков методами статистического и динамического анализа.

АВК-31  быстродействие при решении ряда задач достигает 100 млн. операций в сек. Стоимость на 3-4 порядка меньше ЦВМ.

12.2 Моделирование динамических систем.

При составлении алгоритмов моделирования динамических систем, обеспечивающих передачу и преобразование измерительной информации, можно выделить три задачи:

1) собственно моделирование динамических систем;

2) моделирование возбуждающих воздействий и помех (генерирование - преобразование сигналов);

3) моделирование алгоритмов обработки результатов эксперимента с моделью.

Моделирование линейных динамических систем
Связь входной и выходной координат задается в виде обыкновенного дифференциального уравнения.
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EMBED Equation.3[image: image12.wmf](5)

где n ( m

Прямой метод моделирования
Прямой метод моделирования применяется для систем, описываемых уравнением (5), но при этом не должно содержаться производных в правой части, не должно быть производных от входного сигнала (m=0).

Рассмотрим последовательность действий при прямом методе моделирования.

1.Уравнение (5) разрешается относительно старшей производной выходного сигнала и принимает таким образом, вид:
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EMBED Equation.3[image: image14.wmf]


(6)

2. На схеме моделирования составляется цепочка из последовательно соединенных интеграторов, при этом входной сигнал для цепочки обозначается Y(n), и последовательно обозначаются выходные переменные каждого интегратора слева направо (знаки в соответствии со свойствами интегросумматора должны чередоваться).

3. Разрабатывается схема, реализующая правую часть уравнения в форме (6). Выход этой схемы подается на вход первого интегратора цепочки.
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Пример 1. Пусть уравнение моделируемой системы имеет вид:

Y”(t)+a1Y’(t)+a0Y(t)=X(t)

Разрешим его относительно старшей производной
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Согласно вышеизложенной методике составим схему.

[image: image87.wmf]1
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Эту схему можно упростить, если использовать суммирующие возможности первого интегратора цепочки.
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Эта схема является более экономичной, так как содержит меньшее число операционных блоков. Однако она не годится, если в задачу моделирования входила задача исследования второй производной 
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выходного сигнала. В последнем варианте схемы 
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в явном виде не содержится, и более предпочтительным в этом случае остается первый вариант.

Пример 2.

YIV(t)+Y(t)=X(t);   YIV(t)= -Y(t)+X(t)
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Пример 3.

YIII(t)+aY(t)=XIII(t)+X(t);   YIII(t)= - aY(t) + XIII(t)+X(t)

[image: image90.wmf]
Из рассмотрения схемы моделирования следует, что здесь необходимо применить три дифференцирующих звена 
[image: image18.wmf]d
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, что приведет к резкому возрастанию помех в схеме и затруднит анализ результатов моделирования. Поэтому для моделирования уравнений, содержащих в правой части производные входного сигнала, следует применять другие методы составления схем. Эти методы и рассмотрим в дальнейшем.

Метод вспомогательной переменной.
Этот  метод применяется для систем с постоянными параметрами, содержащими в правой части производные от входного воздействия.

Пусть уравнение моделируемой системы имеет общий вид, записываемый ранее:
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где  
[image: image20.wmf]n
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Вводится вспомогательная переменная
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[image: image22.wmf]Тогда 
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[image: image24.wmf]P
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или: 
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(2)
Теперь составляется схема моделирования для соотношений (1) и (2) обычными методами. Уравнение (2) разрешается относительно старшей производной вспомогательной переменной Z(n)  и моделируется прямым методом. Затем организуется правая часть уравнения (1) для формирования выходного сигнала Y.

Пример. Уравнение системы имеет вид:  Y’’’+2Y’’+3Y’+5Y=X’+2X; 

Вводится вспомогательная переменная  Y=Z’+2Z;   X=Z’’’+2Z’’+3Z’+5Z

Разрешаем его относительно старшей производной

Z’’’=X-2Z’’-3Z’-5Z  и строим схему моделирования
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Метод последовательного интегрирования

Используется для систем с постоянными параметрами, дифференциальные уравнения которых содержат производные от входного возмущения. Сущность метода сводится к замене дифференциального уравнения n-го порядка системой дифференциальных уравнений первого порядка относительно системы промежуточных вспомогательных переменных.

Итак, пусть уравнение системы имеет вид:
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Перенесем в левую часть члены с  Xm(t), Xm-1(t)...  и т.д. и объединим в скобках члены с одинаковым порядком производных выходного Y(t) и входного X(t) сигналов:
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и проинтегрируем полученное выражение:
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(1)

Тогда появится первая вспомогательная переменная Z1, соответствующая соотношению
[image: image30.wmf]dZ

dt

a

Y

t

b

X

t

1

0

0

=

-

(

)

(

)

;  

Проинтегрируем выражение с новой переменной (1)
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Вторая вспомогательная переменная также равна; 
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Повторим процесс интегрирования еще (n-2) раза, вводя вспомогательные переменные Z3, Z4, ... , Zn.

И наконец, последнее уравнение системы примет вид:
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Пусть  an=1, тогда:  
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Теперь моделирование исходного уравнения сводится к моделированию системы уравнений первого порядка в виде:
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Составление схемы моделирования начинается с образованием цепочки n последовательно соединенных интеграторов, причем вход первого интегратора обозначим Zn. Затем в соответствии с уравнениями системы организуются дополнительные связи между интеграторами цепочки и последним уравнением моделирующим выходную переменную Y.

Пример 1. Уравнение системы имеет вид:    Y’’’+2Y’’+3Y’+5Y=X’+2X

Объединим члены, содержащие одинаковый порядок дифференцирования: Y’’’+2Y’’+(3Y-X)’+(5Y-2X)=0 и проинтегрируем последнее уравнение

Y’’+2Y’+3Y-X+Z1=0






(2)

Здесь новая переменная
[image: image39.wmf]
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Проинтегрируем уравнение (2), получим: Y’+2Y+Z2=0

Тогда 
[image: image41.wmf]

EMBED Equation.3[image: image42.wmf]&

Z

Y

X

Z

2

1

3

=

-

+

 и схема моделирования будет такой:


Пример 2
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[image: image44.wmf]
(Y-eX)’’+(aY-dX)’+(bY-cX)=0; (Y-eX)’+aY-dX+Z1=0 ;   Y-eX+Z2=0
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При решении методом вспомогательной переменной
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12.3 Аналоговое моделирование сигналов и шумов

1. Моделирование неслучайных функций времени.

Моделирование неслучайных функций времени сводится к построению таких схем, выходом которых является заданная функция. Для анализа динамических характеристик сложных систем наибольшее распространение получили так называемые типовые возмущающие воздействия, к которым относятся: 



  

 синусоидальное гармоническое воздействие и т.д.

 Функция единичного скачка моделируется без затруднений в момент включения на входе исследуемой схемы источника постоянного напряжения.


Дельта-функция Дирака практически не может быть выходом ни одной реальной схемы, однако в схемах моделирования удается получить реакцию системы на ( - функцию, если функцию единичного скачка подать не на вход схемы моделирования, а после первого интегратора, что соответствует такому случаю, как если бы на вход этого первого интегратора подавалась производная от функции единичного скачка, т.е.  ( - функция. Таким образом, на схемах моделирования можно наблюдать реакцию на функцию единичного ступенчатого воздействия - переходную функцию или переходный процесс, а также реакцию на  ( - функцию импульсную переходную функцию. При моделировании дифференцируемых функций времени иногда можно рассматривать требуемую зависимость как результат решения некоторого дифференциального уравнения. Такое уравнение называется определяющим дифференциальным уравнением. 

Определяющее дифференциальное уравнение получается следующим образом. Пусть функция задана в виде аналитического выражения Y=f(t), 

которое допускает многократное дифференцирование по независимой переменной t. Функцию f(t) последовательно дифференцируют и выявляют закономерности в выражениях для производных различных порядков. Эти закономерности позволяют построить определяющее уравнение.

Пример 1. Требуется воспроизвести экспоненциальный сигнал  Y=ke-(t   

Производная этого сигнала равна  Y’=-(ke-(t

Из сравнения этих двух выражений  Y’=-(Y

Это и есть определяющее выражение согласно которому строим схему


Пример 2. Моделирование гармонического синусоидального сигнала

Y=Sin t;

Продифференцируем : Y’=Cos t:     Y’’=-Sin t

Отсюда определяющее уравнение:     Y’= -Y

Пример 3. Моделирование степенного ряда
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Для получения такой суммы удобно применить цепочку интеграторов с последующим суммированием результатов

Примечание:    Для моделирования неслучайных функций времени возможно также применение нелинейных функциональных преобразователей ФП.


2. Моделирование случайных сигналов и помех.

При моделировании случайных сигналов на АВМ применяются специальные источники случайных сигналов физической природы, в которых используются реальные источники шумов - шумы элементов радиоэлектроники. От этих специальных шумовых генераторов получают стандартный случайный процесс с заданными статистическими характеристиками. Это  “белый” шум с нормальным или равномерным распределением вероятностей, нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией. Моделирование случайного процесса с заданными статистическими характеристиками осуществляется организацией схемы преобразования исходного получаемого от генератора случайных сигналов: “белого” шума. Эта схема должна состоять из двух частей: нелинейного безинерционного преобразователя и линейного формирующего фильтра. Нелинейный безинерционный преобразователь служит для формирования случайного процесса с заданным законом распределения из шума с равномерным законом распределения на основании точного или приближенного решения уравнения:
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где  Х - формируемый случайный процесс;
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- плотность вероятности формируемого случайного процесса;

( - случайная величина с равномерным законом распределения в диапазоне от 0 до 1




Пример 1. Требуется получить закон распределения вида



Подставим Р(Х)=2-2Х  в уравнение (1), получим: 
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Решим это уравнение относительно Х: 
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откуда   
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 -  требуемый закон преобразования.

Пример 2. Требуется сформировать закон распределения вида
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из нормального закона распределения: 
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Далее:  
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и наконец:
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Если рассмотреть случайную переменную Х порядка k, которая может принимать значения Х1, Х2, ... , ХK  с соответствующими вероятностями Р1, Р2, ... , РK в сумме равными единице, то математическим ожиданием называется величина  Р1Х1+Р2Х2+ ... + РK ХK.

Линейный формирующий фильтр служит для получения случайного процесса с заданной корреляционной функцией (или  спектральной плотностью) из исходного сигнала в виде “белого” шума, получаемого от генератора случайных сигналов.

Пример. Построить схему моделирования формирующего фильтра с корреляционной функцией
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Выражение преобразуется с помощью процедуры факторизации - методом разложения спектральной плотности на симметричные сомножители.

12.4 Статистическая обработка результатов моделирования

Обработка результатов моделирования заключается в вычислении статистических характеристик по реализациям выходных и входных сигналов модели, наблюдаемых в процессе модельного эксперимента.

Статистические характеристики случайных реализаций определяются как интегралы в бесконечных пределах вдоль оси изменения аргумента - значения случайной реализации. При изучении случайных реализаций часто бывает удобно пользоваться оценками их характеристик в виде временных средних. Асимптотическое поведение этих средних изучается эргодической теорией. Точное определение всех параметров закона распределения по экспериментальным данным осуществить невозможно хотя бы потому, что наблюдения и измерения производятся не на бесконечных интервалах, а в течение конечных промежутков времени. Поэтому в качестве искомых параметров закона распределения принимаются функционалы реализаций случайных процессов, полученные в процессе эксперимента. Эти функционалы называются оценками соответствующих параметров. Оценки, вообще говоря, случайные величины или функции и должны  удовлетворять определенным требованиям:

1. Оценка должна быть состоятельной, т.е. должна сходиться по вероятности к оцениваемой величине при неограниченном увеличении времени реализации процесса. Это означает, что, если оцениваемую величину обозначить через а , а ее оценку по реализации длины Т - через аТ, то
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2. Оценка должна быть несмещенной.

Несмещенной называется такая оценка, математическое ожидание которой равно оцениваемой величине: М(аТ)= а

Если это условие достигается только при Т((, такая оценка называется асимптотически несмещенной. Для асимптотически несмещенных оценок


[image: image59.wmf]lim

(

)

T

T

M

a

a

®

¥

=


3. Оценки должны быть наилучшими в некотором смысле. Поскольку каждая оценка - функционал случайной реализации, она является случайной величиной. Оценка будет тем лучше, чем меньше ее рассеивание относительно оцениваемой величины. Если в качестве меры рассеивания принять дисперсию отклонения оценки, то оценку с наименьшей дисперсией при данной длине реализации назовем оптимальной, а дисперсию этой оценки - оптимальной дисперсией.

Оценка математического ожидания может подсчитываться по формуле
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Самая простая схема вычисления математического ожидания представляет собой интегрирующий усилитель

Она используется для разовых точных вычислений на заданном интервале времени Т. Считывание результата происходит в дискретные моменты времени - через интервал Т. Значение параметра Т не должно превышать технически возможного предельного значения времени интегрирования. Схема обладает недостатком - необходимостью перенастройки параметров при изменении продолжительности времени интегрирования. Существуют схемы, в которых время интегрирования может меняться без перестройки параметров. Выражение (1) можно реализовать как произведение интеграла  
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   на величину 
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Схема будет следующая:


[image: image63.wmf]
При вычислении оценки корреляционной функции используется обычно формула
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Один из возможных вариантов схемы.


Оценку дисперсии в общем случае следует вычислять по формуле
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;  Отсюда видно, что сначала надо вычислить оценку математического ожидания
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Эта схема получена после преобразования выражения
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Подводя итог рассмотрению возможностей моделирования на аналоговых вычислительных машинах, необходимо сказать следующее.

1. Сфера применения АВМ менее широкая, чем ЦВМ. Наибольший эффект дает использование АВМ для воспроизведения решений обыкновенных дифференциальных уравнений. Это объясняется тем, что в отличие от уравнений в частных производных обыкновенные дифференциальные уравнения содержат производные лишь по одной независимой переменной. В электрических устройствах легко воспроизводятся производные по времени, и поэтому в электронных АВМ роль этой единственной независимой переменной выполняет время. Введение же какой-либо другой независимой переменной в электронной АВМ сопряжено со значительными трудностями. Легкость же и простота получения решений обыкновенных дифференциальных уравнений привели в последнее время даже к изданию особого, нового типа гибридных, аналого-цифровых машин, сочетающих в себе достоинства обоих классов вычислительных машин.

2. АВМ воспроизводят решения задач с ошибками.

Ошибкой АВМ называю разность между точным значением переменной и ее значением, полученным при решении задачи на машине. Величина ошибок на АВМ определяется совместным действием большого числа факторов. Главнейшие из них - ошибки операционных блоков, помехи и выбранный метод решения задачи. Точность реального операционного блока определяется тремя типами ошибок. Ошибки первого типа - параметрические. Их источниками являются технологические погрешности радиодеталей, из которых построен операционный блок. Ошибки второго типа - конструктивные. Вызваны конструктивными особенностями элементов, образующих реальный блок. В первую очередь эти ошибки связаны с ОУ, которые в силу принципа действия их электронных схем не могут иметь бесконечно большой коэффициент усиления и не могут быть безинерционными.

Ошибки третьего типа - помехи. Они проявляются в отсутствии строгого соответствия между машинной переменной (напряжением) и математической переменной. Машинная переменная изменяется по времени более сложным и до какой-то степени случайным образом по сравнению с математической переменной. Причинами помех является нестабильность источников питания АВМ, влияние различных энергоемких электрических установок, питающихся от той же сети, что и данная АВМ, флюктуация токов и напряжений в самой АВМ. Вообще, для каждой конкретной АВМ в зависимости от используемого в ней типа ОУ рекомендуется определенная длительность интегрирования, превышение которой сопровождается появлением  недопустимо больших погрешностей. Например, отечественная АВМ типа МН-14 допускает продолжительность интегрирования более 10000с.

3. Очень высокое быстродействие АВМ позволяет использовать их для моделирования в реальном масштабе времени реальных физических процессов и систем.
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Разрешая уравнение относительно Х, получим требуемый закон преобразования для нелинейного безинерционного преобразователя.
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